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????? i ∈ N ??????? i???????
???????? xi?????????????
???????? x = (x1, · · · , xn)???????
???????? X ?
X = {x ∈ Zn | xi ≥ 0,∀i ∈ N} (2)
??????? i ∈ N ????? (Si, si)????
???? (S, s)??????????????? 3)?
?? (S, s)??????????????????
?????? S ?
S = {x ∈ X | Si ≥ xi > si, ∀i ∈ N} (3)
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??????????????????? ∆ii =
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??????????? 4)?????? i? 1??
???????????????????????
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... . . .
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? (S, s)???????????????????
?????????? Φ???????????
????????????
(P1) ???????? Φ ??????????
???
(P2) Φ???????????? x ∈ S????
???
(P3) Φ?????m = (m1, · · · ,mn)?????
(P1)??(S, s)????????????????
????????????? i? (S, s)?????
?????? (S, s)??????????????
????????????????????(S, s)
?????????????S?????????
???????????????????????
???????????????????????
???????????????????????
??????(P2)??? (P3)??????Φ??
???????????????????????
?well-deﬁned????????????Φ????
???????????????????????
??????Φ?well-deﬁned?????????
???????????????????????
????????????Φ?????m????
???????????????Φ? well-deﬁned
???????????????????????
?????????????(S, s)???????
???????????????????????
????????
????????????? ai????????
????????????????
(P4) ????????? ai??????????
?????????
(P5) ????????? ai?????ai????
????????????????????
?????
(P4)? (P5)??(S, s)????????????
?????????????????????
4 ??????????
???????????????????????
???????????????????????
????????????????Φ??????
???????????????????????
??????????????????
4.1 ????????Φ??????
?????????????? (P1)???????
??????????Φ????????????
?????????????? Nˆ ???????
??? Nˆ ⊂ N??????∀i ∈ Nˆ ,
�
j ∆ij = 0?
???????????????????????
???????????????????????
???????????????????????
??????? 3.1??????????????
????
??????????????????????
?? 4.1. ??∆??? 3.1??????????
????? Φ? S ????? x????????
??????????????∆???????
????????? 7)?
??. ?????????????? Φ ????
???????????????????????
? 2?????? i ∈ Nˆ ???????????
???????????????????∆??
????????????∆?????????
?????? i ∈ Nˆ ???? k ∈ N/{Nˆ}????
???????????????????? Φ?
? 7)?????? ∆????????????????????????∆????????????? pass ????????
∆ij �= 0????? i??? j?????????????????????????????????????? i, j ∈ N
?????? pass ??????????? G???? strongly connected ??????????????????? ∆ ?
????????
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??????? T <∞???????? k???
?? xk?????????????????T?
?????????????? k????? xk?
???????????????????? i??
?????? si???????????
????????????????? 8)?
? 4.1. ?? ∆??? 3.1??????????
????? Φ? S ????? x????????
????????????????? i?????
?
�
j ∆ij > 0??????????
4.2 ????????Φ????
????? (P2)????? (P3)???????
??????? (P3)??????????????
?? (P2)??????????????????
????? (P3)???????????
??????????? φi??????????
???????????????????????
??m = (m1, · · · ,mn)????????????
????Φ????????????? φi???
????????????????????????
Φ(x) =
�
i∈N
φmii (x) = x+m∆ (10)
???????????????????
?? 4.2. ???x ∈ X ???????Φi : X → S
????m = (m1, · · · ,mn)???????
??. ????????? Φ?????????
???????????????????????
??? {i1, · · · , ik}?{j1, · · · , jh}?????????
???????????????????????
Φ(x) = φi1 · · ·φik(x) =
�
i∈N
φmii (x) = x+m∆
Φ(x) = φj1 · · ·φjh(x) =
�
i∈N
φm
�
i
i (x) = x+m
�∆
??????????m = m�?????????
?????
?????φi1 · · ·φik(x) ∈ S ?????? ∀j ∈
N,mj ≤ m�j?∃j ∈ N,mj < m�j ???????
???????????????????????
????????????
φj1 · · ·φjh(x) =
�
i∈N
φm
�
i−mi
i
��
i∈N
φmii (x)
�
∈ S
φ????????? φi1 · · ·φik(x) = x+m∆??
???????????????
?????φi1 · · ·φik(x) ∈ S ??????
φj1 · · ·φjh(x) �∈ S ????∀i ∈ N,m�j ≤ mj ?
???????????????????????
???????????????? j ?????
????? j?????????????????
???
xj +m�j∆jj +
�
i�=j
m�i∆ij
< xj +mj∆jj +
�
i�=j
mi∆ij
????????
(m�j −mj)∆jj <
�
i �=j
(mi −m�i)∆ij ≤ 0
????∆ii > 0, ∆ij ≤ 0??????m�j < mj
?????????φj1 · · ·φjh(x) �∈ S??????
???????????m�j < mj??????
4.3 ????????? ai????
??? 4.2?????????? x ∈ S ???? 1
??????????????? ai??????
?????????????
ai(x) =
�
i∈N
φmii (x− δi) = x− δi +m∆ (11)
????????? 1????????? i? yi?
??? y = (y1, · · · , yn)????????????
??????????????????????
???????? (S, s)???????????
????????????????????? a1
? y1 ??a2 ? y2 ????? an ? yn ??????
???????????? y ?????????
?????? ay11 a
y2
2 · · · aynn ?????????
??????????????????????
? 8)?????????????????????????????????????Chan(1994)?????????????
???????? Matrix Tree ?????????????????????????
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? y = (y1, · · · , yn)??????????????
??
g = ay11 · · · a
yi
i · · · a
yj
j · · · a
yn
n
g� = ay11 · · · a
yj
j · · · a
yi
i · · · a
yn
n
???????????????????????
?????? y????????? g, g�????
??????????? ai??????????
?????????? y????????????
?????????????????
? ai??????????Sandpile Model???
?????Dhar(1990)????????????
?????????
?? 4.3 (Dhar(1990)). ? ai?????????
????? i?j?????aiaj = ajai
??? Dhar(1990) ?????????????
??? φ??????????????????
????????? 9)??????????? φ?
???????????????????????
φ??????????????????? ai ?
???????????????????????
?????????????
??. ???????? i, j ∈ N ? 1??????
????????????????? i, j ∈ N ?
???Φ ·Υj(Φ ·Υi(x)) = Φ(Υj(Υi(x)))????
???????????????????????
???????????????????????
???????????????????????
???????????????????????
???????????????
?????? i?????????????????
??????????? j????????????
???????????????????????
????????????????? {i1, · · · , ik}?
{j1, · · · , jk} ?????????????????
?????
Φ ·Υj(Φ ·Υi(x))
= φjh · · ·φj2 · φj1 ·Υj (φik · · ·φi2 · φi1 ·Υi (x))
= x� ∈ S
k ?????????? φik ??? x ??????
?? Υj ??? j???????????????
???? φik ? Υj ??????????????
????????????? Υj ????????
??????????
Φ ·Υj(Φ ·Υi(x))
= φjh · · ·φj1 ·Υj (φik · · ·φi1 ·Υi (x))
= φjh · · ·φj1 · φik ·Υj
�
φik−1 · · ·φi1 ·Υi (x)
�
= φjh · · ·φj1 · φik · φik−1 ·Υj
�
φik−2 · · ·φi1 ·Υi (x)
�
· · · · · ·
= φjh · · ·φj1 · φik · · · · φi1 (Υj ·Υi (x))
= Φ ·Υj ·Υi (x) .
??????????
4.4 ?????????????
??? ai???????????
g = ay11 · · · a
yi
i · · · a
yj
j · · · a
yn
n
= ay11 · · · a
yj
j · · · a
yi
i · · · a
yn
n =
�
i∈N
ayii
??????????????????? g???
???? 10)?????????????????
? y = (y1, · · · , yn)???????? (S, s)???
?????????? g????????????
??????????????? i???????
? φi ??????????? m = (m1, · · · ,mn)
????????????????????? x?
???????????????????
x� =
�
i∈N
ayii (x) = Φ(x− y) = x− y +m∆ (12)
? 9)Dhar(1990)??????????????????????????????????????????????????
?? φi1φi2 ????????????????????????? j?????? xj +∆i1,j +∆i2,j ??????????
?????????? φi2φi1 ???? xj +∆i2,j +∆i1,j ??????????????????????? φi ?????
???????? ai ????????????? Dhar(1990)??????????φi ????? ai ??????????
????????????????? ai ????????????????????
? 10)Dhar(1990)????????????????????????????? (S, s)??????????? Abelian Sandpile
????ASM??????????????????????????? Chip Firing Game???????
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? 1: ?????? (S, s)?????????
???? ???? ???? ???
0 · · · −mi(t)∆i1 · · · −mn(t)∆n1 y1(t) x1(t+ 1)− x1(t) m1(t)∆11
...
...
...
...
...
???? −m1(t)∆1j · · · 0 · · · −mn(t)∆nj yj(t) xj(t+ 1)− xj(t) mj(t)∆jj
...
...
...
...
...
−m1(t)∆1n · · · −mi(t)∆in · · · 0 yn(t) xn(t+ 1)− xn(t) mn(t)∆nn
???? Π1(t) · · · Πi(t) · · · Πn(t)
??? m1(t)∆11 · · · mi(t)∆ii · · · mn(t)∆nn
????? j?????????????? j??
?????????????????????
x�j = xj − yj +mj∆jj +
�
i�=j
mi∆ij
??????????????????
????� �� �
mj∆jj� �� �
???
+
i�=j
mi∆ij
� �� �
????
=
????� �� �
yj + (x�j − xj)� �� �
????
???????????? j?mj ???????
??????????????????????
??? (4)??
�
j∈N
mjπj =
�
j∈N
mj(∆jj +
�
i �=j
∆ji)
=
�
j∈N

mj∆jj +
�
j �=i
mj∆ji


???? 11)?
???????????????????????
????????????
?? 4.1. ?????? ∆ ??? 3.1 ????
?????????? ???????? y =
(y1, y2, · · · , yn) ∈ Z+0 ?????(S, s) ?????
???????????????????????
???????????????????????
????
5 ???????????
5.1 ?? ai?????
???????????? x ∈ S ??????
????? v = (v1, v2, · · · , vn) ∈ Z+0 ?????
g =
�
i∈N a
vi
i ????????????????
???????????
R =
�
x ∈ S |
�
i∈N
avii (x) = x
�
(13)
???????????????????????
?? S ??????R????Rc??????
??????????????
?? 5.1. ?R???????
??. ????? S ??? |S|???
�
i∈N ∆ii ?
???????????????????????
?????????????????????
?????????R?????? g =
�
i∈N a
vi
i
????
G =
�
g |
�
i∈N
avii (x) = x
�;x, x� ∈ R
�
(14)
???????????? G?????????
????????????????
?? 5.2. G???????????????
? 11)???????????????????????????????????????????∆????????????
????????????????????????????????????????????????????????
??????????????????????????
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??. ∀g, g� ∈ G???
gg� =
�
i∈N
avii
�
i∈N
av
�
i
i
=
�
i∈N
avi+v
�
i
i ∈ G
??????G??????????????
�
i∈N
avii
��
i∈N
av
�
i
i
�
i∈N
av
��
i
i
�
=
��
i∈N
avii
�
i∈N
av
�
i
i
� �
i∈N
av
��
i
i
=
�
i∈N
avi+v
�
i+v
��
i
i ∈ G
???????????????????
?R???????? x1 ∈ R?????
�
i∈N
amii (x1) = x1
???m = (m1, · · · ,mi, · · · ,mn)????????
????
e1 ≡
�
i∈N
amii
????A ⊂ R?????
A ≡ {x2 ∈ R | e1(x2) = x2}
?????x1 ∈ A???A �= φ????????
????? g ∈ G???????? g(x2)?????
????? e1(g(x2)) = g(e1(x2)) = g(x2) ???
???A ⊃ R ??????A = R???????
? e1??????????????? ge = eg = g
?????? e??????
??????? e??????
a−1i ≡ a
mi−1
i
�
j∈N/{i}
amjj (15)
?????
aia−1i = ai

ami−1i
�
j∈N/{i}
amjj

 = e
a−1ai =

ami−1i
�
j∈N/{i}
amjj

 ai = e
????gg−1 = g−1g = e????? g−1????
?????? 4.3?? ai, aj ∈ G????????
????????
?????G????????????
????????????????????
?? 5.3.
�
j∈N
a∆ijj = e (16)
??. ?? i?∆ii??????????????
???????????????????????
????????? i?????????? i??
???????? j?∆ij???????????
???? j?????−∆ij ??????????
??? j?−∆ij???????????????
????∆ij < 0????????????????
�
i∈N
a∆iii =
�
j∈N/{i}
a−∆ijj
???????? g−1 ∈ G???????????
?????????
5.2 G???
????G???????????x1?G???
??? G(x1) = {g(x1) ∈ R | g ∈ G} ?G? x1?
????????? Gx1 = {g ∈ G | g(x1) = x1}
?????????? G???????????
??????
?? 5.4. R?????G????R?????
???????
|G| = |R| (17)
??. x1 ??? G(x1) ??R ???????
G(x1) = {x1, x2, x3, · · · , x|R|}?????????
|G(x1)| = |R|?
????x1 ? xk ???? gk , g�k ∈ G ????
gk(x1) = g�k(x1) = xk ???? gk ??????
?? g−1k g�k(x1) = x1?????????????
g−1k g�k ∈ Gx1????g�k ∈ gkGx1????????
?? g�k ? gk ??????? Gx1 ???????
gkGx1 ??????????G? x1??????
???Gx1 ????????????
G =
|R|�
k=1
gkGx1
28
29
新潟産業大学経済学部紀要　第 46 号
??????
?????? G ?? g ?? G ? Gx1 ?????
?? gkGx1 ???????????? gk ? x1 ?
xk ?????????????????????
?????
g�1 ∈ g1Gx1 ⇔ g�1(x1) = x1
g�2 ∈ g2Gx1 ⇔ g�2(x1) = x2
...
g�|R| ∈ g|R|Gx1 ⇔ g
�(x1)|R| = x|R|
????G? Gx1 ??????????? G(x1)
?? 1 ? 1 ??????gi = g�i ???? |G| =
|G(x1)| = |R|?
5.3 ????????R???
????????? v ??? Zn ?? G????
M????????????
M : Zn −→ G
∈ ∈ (18)
v �−→ g =
�
i∈N
avii
?????M???????????????
?? 5.1. ?M : Zn → G??????????
??. ??M?????
M(v + u) =
�
i∈N
avi+uii
=
�
i∈N
avii
�
i∈N
auii
= M(v)M(u)
????
???????????
n�
i=1
Z∆i ≡
��
i∈N
λi∆i | λi ∈ Z
�
(19)
?????????M??Ker(M)??????
?????????
?? 5.2.
Ker(M) =
n�
i=1
Z∆i (20)
??. ??? λi ∈ Z????
M
��
i
λi∆i
�
=
�
j∈N
a(λ1∆1j+···+λn∆nj)j
=
�
j∈N
aλ1∆1jj · · ·
�
j∈N
aλn∆njj
=

�
j∈N
a∆1jj


λ1
· · ·

�
j∈N
a∆njj


λn
= eλ1 · · · eλn = e
????? Ker(M) ⊃
�n
i=1 Z∆i ???????
∀v ∈ Ker(M)?????
x =
�
i∈N
avii (x) = x− v +m∆
??????????
v = m∆ ∈
n�
i=1
Z∆i
?????Ker(M) ⊂
�n
i=1 Z∆i????
??????G???????????????
???
?? 5.5.
Zn/
n�
i=1
Z∆i ∼= G (21)
??. ?? 5.1??? 5.2???M???????
????M???????????
?????????R?????????????
????? 12)?
?? 5.6 (Dhar(1990)).
|R| = det∆ (22)
??. ?? 5.4??? 5.5???
|R| = |G| = |Zn/
n�
i=1
Z∆i|
??? vol(∆) = det∆?????
???????????????????
?? 5.1. ??????????????? |R|
?????????????∆????????
????
? 12)??????????????????? sandpile model??????????????? sandlipe model???????
Dhar(1990)?????????
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5.4 ????R??????
???????????????????????
????????? 1?????????????
??????????? i ∈ N ????????
? pi??0 ≤ pi ≤ 1,
�
i p1 = 1?????
? ∀x ∈ R???? x???? πt(x)??????
???????
πt+1(x) = πt(x) +
�
x�∈R
πt(x�)P (x�, x)
−
�
x�∈R
πt(x)P (x, x�)
????????????????
P (x, x�) =
N�
i=1
pif(aix = x�),
f(aix = x�) =


1 if x = a−1i x�
0 otherwise
???
P (x�, x) =
N�
i=1
pif(a−1i x = x
�),
f(a−1i x = x
�) =


1 if x = aix�
0 otherwise
????
???????????R??????????
???????????????????????
????????????
?? 5.3. ?????????????
??. ? ai : x �→ aix? 1? 1???bijection??
?????ai ?????? x????? a−1i x →
x → aix??????? f(a−1i x = x) = f(x =
aix) = 1?????? 0???????????
???
P (a−1i x, x) = P (x, aix) = pi
x???G(x)?R??????????????
i???? a−1i x?????
�
x�∈R
πt(x�)P (x�, x) =
n�
i=1
πt(a−1i x)pi
�
x�∈R
πt(x)P (x, x�) =
n�
i=1
πt(aix)pi
???????????????????????
πt+1(x) = πt(x) +
n�
i=1
pi
�
πt(a−1i x)− πt(aix)
�
??????????????????????
????????????????? πt(a−1i x) =
πt(aix) = π, ∀x ∈ R ?????
n�
i=1
pi
�
πt(a−1i x)− πt(aix)
�
= 0
?????????????? πt+1(x) = πt(x) =
const.???????????
?? 5.7. ?????????????
π = 1
det(∆)
, ∀x ∈ R (23)
????
??. ?? 5.3??
�
x∈R
π(x) = |R|π = det(∆)π = 1
?????????????????
???????????????????????
?????????
?? 5.2. (S, s)???????????????
???????????????? R?????
??????
6 ????
???????Caplin(1985)??????????
??????????? (S, s)???????(S,
s)?????????????????????
???????????????????????
???????????????????? Φ?
???????????????????????
???????????????? ai??????
???????????????????????
???????????
??????????????????????
???????????????????????
(S, s)????????????????????
???????????????????????
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???????????????????????
??????????????????????
???????????????????????
???????????????????????
???????????????????????
???????????????????????
???????????????????????
??????????
????
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